
                                                                      
 

OLIMPIADA NAȚIONALĂ DE MATEMATICĂ 

ETAPA LOCALĂ – 8.02.2025 

CLASA a IX- a 

BAREM DE CORECTARE 

 

Problema 1 

Dacă [𝑥] reprezintă partea întreagă a numărului real 𝑥, determinați numărul natural n 

pentru  care: 

∑
1

𝑘
(
[√𝑘12 + 4𝑘6 + 3]

𝑘4 − 𝑘2 + 1
− 1) = 210

𝑛

𝑘=1

.  

Soluție: 

𝑘12 + 4𝑘6 + 3 = (𝑘6 + 2)2 − 1……….................……...............…..........................................1p 

[√𝑘12 + 4𝑘6 + 3] = [√(𝑘6 + 2)2 − 1] = 𝑘6 + 1………..........................................................2p 

Se obține ∑  
1

𝑘
(

𝑘6+1

𝑘4−𝑘2+1
− 1)𝑛

𝑘=1 = 210………………………………………………………..1p 

Avem ∑  
1

𝑘
(
(𝑘2+1)(𝑘4−𝑘2+1)

𝑘4−𝑘2+1
− 1)𝑛

𝑘=1 = 210⇒ ∑ 𝑘𝑛
𝑘=1 = 210 ⇒

𝑛(𝑛+1)

2
= 210 ..........................2p 

⇒𝑛2 + 𝑛 − 420 = 0  ⇒𝑛 = 20………….............................................……...................….........1p 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



                                                                      
 

Problema 2 

Se consideră numărul real a situat în intervalul (0;1). 

a. Determinați intersecția intervalelor 𝐼 = (
𝑎+1

2
;  

1

√𝑎
) și 𝐽 = (1; 

1

𝑎
). 

b. Dacă intervalul (𝑎;
1

𝑎
) conține exact trei numere întregi, calculați  

S=[
1

𝑎
] + [

𝑎+1

𝑎
] + [

2𝑎+1

𝑎
] + ⋯+ [

10𝑎+1

𝑎
], unde [x] reprezintă partea întreagă a numărului 

real x.  

Soluție: 

a. Dacă 𝑎 ∈ (0; 1), atunci  
1

𝑎
> 1, deci 0 < 𝑎 < 1 <

1

𝑎
. …………………………………..1p 

Aplicând  𝑥 ≤ √𝑥𝑦 ≤
𝑥+𝑦

2
≤ 𝑦, ∀𝑥, 𝑦 ∈ (0;∞), cu 𝑥 ≤ 𝑦  pentru 𝑥 = 𝑎 și 𝑦 = 1, apoi 

pentru 𝑥 = 1 și 𝑦 =
1

𝑎
 rezultă 𝑎 <

𝑎+1

2
< 1 < √

1

𝑎
<

1

𝑎
………………………………….1p 

Deci 𝐼 ∩ 𝐽 = (1; 
1

√𝑎
)……………………………………………………………………1p 

b. (𝑎; 
1

𝑎
) conține exact trei numere întregi și conform punctului anterior 𝑎 < 1 <

1

𝑎
   rezultă  

𝑎 < 1 < 2 < 3 <
1

𝑎
≤ 4……………………………………………………………….1p 

[
𝑛𝑎+1

𝑎
] = [𝑛 +

1

𝑎
] = 𝑛 + [

1

𝑎
] …………………………………………………………..1p 

Caz I: 
1

𝑎
< 4, 𝑟𝑒𝑧𝑢𝑙𝑡ă [

1

𝑎
] = 3 

Deci 𝑆 = 3 + (3 + 1) + (3 + 2) + ⋯+ (3 + 10);  𝑆 = 88 ………………………. 1p 

Caz II: 
1

𝑎
= 4, 𝑟𝑒𝑧𝑢𝑙𝑡ă [

1

𝑎
] = 4, 𝑑𝑒𝑐𝑖 𝑆 = 99…………………………………………1p 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



                                                                      
 

Problema 3 

Se consideră o mulțime 𝐺 ⊂ R care satisface simultan proprietățile: 

i) 1 ∈ 𝐺 

ii) dacă 𝑥 ∈ 𝐺, atunci √𝑥 + 2 ∈ 𝐺. 

iii) dacă √𝑥 + 3 ∈ 𝐺, atunci   𝑥 + 4 ∈ 𝐺. 

Arătați că √2021 ∈ 𝐺. 
                                                                                        Supliment Gazeta Matematică nr.12/2022  

 

Soluție: 

Demonstrăm prin inducție matematică, că 3𝑛 ∈ 𝐺, (∀) 𝑛 ∈ 𝑁∗.  
P(n): 3𝑛 ∈ 𝐺, (∀) 𝑛 ∈ 𝑁∗. 

I. Verificare pentru n=1 

Dacă 1 ∈ 𝐺 ⇒ √1 + 2 ∈ 𝐺⇒√3 ∈ 𝐺 (din ii) 

√3 ∈ 𝐺 ⇒ √0 + 3 ∈ 𝐺 ⇒0 + 4 ∈ 𝐺(din iii) ⇒4 ∈ 𝐺. 

4 ∈ 𝐺 ⇒ √4 + 2 ∈ 𝐺 (din ii) ⇒ √6 ∈ 𝐺.  

√6 ∈ 𝐺 ⇒ √3 + 3 ∈ 𝐺 (din iii)⇒ 3 + 4 ∈ 𝐺 ⇒7 ∈ 𝐺.    

Dacă 7 ∈ 𝐺 ⇒ √7 + 2 ∈ 𝐺⇒√9 ∈ 𝐺 (din ii) ⇒3 ∈ 𝐺……………………............................…3p 

II. Demostrație 

Presupunem P(k) adevărată ⇒ P(k+1) adevărată, oricare 𝑘 ≥ 1. 

P(k): 3𝑘 ∈ 𝐺, (∀) 𝑘 ∈ 𝑁∗. 
P(k+1): 3(𝑘 + 1) ∈ 𝐺, (∀) 𝑘 ∈ 𝑁∗. 

3𝑘 ∈ 𝐺 ⇒ √3𝑘 + 2 ∈ 𝐺 (din ii) 

√3𝑘 + 2 = √(3𝑘 − 1) + 3 ∈ 𝐺⇒3𝑘 − 1 + 4 ∈ 𝐺(din iii) ⇒3𝑘 + 3 ∈ 𝐺 ⇒ 3(𝑘 + 1) ∈ 𝐺…...2p 

Cum 2021 = 3 ∙ 673 + 2 și 3 ∙ 673 ∈ 𝐺 ⇒ √3 ∙ 673 + 2 ∈ 𝐺 (din ii) ⇒ √2021 ∈ 𝐺……....... 2p 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



                                                                      
 

Problema 4 

Fie paralelogramul ABCD și punctele M, N, P astfel încât  𝑀 ∈ 𝐴𝐵, 𝑁 ∈ 𝐵𝐶,   𝑃 ∈ 𝐶𝐷 astfel 

încât 𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ =
3

4
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗,  𝐵𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =

5

8
𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐷𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝛼𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗,  unde 𝛼 ∈ 𝑅∗.  

a) Dacă {𝑂} = 𝐴𝐶 ∩ 𝐵𝐷, exprimați vectorii 𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  , 𝑂𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ,   𝑂𝑃⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ în funcție de vectorii 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ și 𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . 
b) Determinați 𝛼 astfel încât centrul de greutate al triunghiului MNP să fie pe dreapta AC.  

Soluție: 

a)   𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ =
3

4
∙ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⇒ 𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 3 ∙ 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⇒

𝐴𝑀

𝑀𝐵
= 3. 

𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  =
1

1+3
∙ 𝑂𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ +

3

1+3
∙ 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ =

−1

8
∙ 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ −

3

8
∙ 𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ………………………………………………….1p 

𝐵𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =
5

8
∙ 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗   ⇒  𝐵𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =

5

3
∙ 𝑁𝐶⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ⇒

𝐵𝑁

𝑁𝐶
=

5

3
 

𝑂𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =
1

1+
5

3

∙ 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ +
5

3

1+
5

3

∙ 𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⇒ 𝑂𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =
−3

16
∙ 𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ +

5

16
∙ 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ ……………………………….……….1p 

𝐷𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝛼 ∙ 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⇒ 𝐷𝑂⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑂𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗= 𝛼 ∙ (𝐷𝑂⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) ⇒ 

𝑂𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (𝛼 − 1)
1

2
∙ 𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ +

𝛼

2
∙ 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⇒ 𝑂𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ =

1−𝛼

2
∙ 𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 

𝛼

2
∙ 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗………………………………………1p 

b) Dacă G este centrul de greutate al triunghiului MNP 

⇒ 𝑂𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
1

3
(𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑂𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑂𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗) ∙ …………………………………………………………………1p 

𝑂𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
1

3
(
−1

8
𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

−3

8
𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ +

5

16
𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

−3

16
𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ +

1−𝛼

2
𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ +

𝛼

2
𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) = 

1

3
(
8𝛼+3

16
𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

−8𝛼−1

16
𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ )…….1p 

𝑂𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ și  𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ sunt coliniari iar 𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗  și  𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ sunt necoliniari⇒
−8𝛼−1

16
= 0 ⇒ 𝛼 =

−1

8
…………….…2p 

 


