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OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
ETAPA LOCALA - 8.02.2025
CLASAa XlII -a
BAREM DE CORECTARE

Problema 1 Fie M = {a, b, c, d} si operatia *: M X M - M o lege de compozitie internd pe M ,
astfel Incat este asociativa si admite element neutru.
a) Aratati ca daca pentru orice element x € M existd y € M astfel incat x * y = e, atunci
acest y este unic. Demonstrati ca x are un invers in M.

b) Consideram tabelul partial al operatiei :

* al b C d
a a b C d
b b a ? ?
c c ? a ?
d d ? ? a

Completati tabelul astfel incat sa defineasca o structura de grup.

Solutie:
a) Presupunem ca existay,,y, € Mastfel incit x *y; = esix*y, =e...........oe.. Ip
Dem. unicitatiiy; =y, *e =y * (X*y,) = (J1 *X) * Y, = €* Y, = Vopoerernnn.... Ip
EXistenta INVErSUIUL. .....ouitini it Ip

A T X,V X € Moot e e e e e e tr e —aaarre——— 1p
Completarea tabelului ..o 2p
Detaliat:

e Asociativitatea si existenta inverselor conduc la urmatoarele completari:
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* a b C d
a a b C d
b b a d C
C C d a b
d d C b a

e fiecare element apare o singurd data pe rand si pe coloana (proprietatea de
inchidere).

o Inversul fiecarui element este unic

Demonstram ca structura eSt€ Srup........ooveeeeviniiieiiieiiieeriieenn. Ip
Detaliat:

e Asociativitatea: Se verifica prin calcul explicit .

e Element neutru: conform completarii a este elemental neutru.

e Element simetrizabil: Fiecare element are un corespondent unic pentru care

xXxy=e
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Problema 2 Se considerd multimile H = {a%|a € Z,}si G = {(Z _ab) la,b € Z;,a #+
Osaub # ﬁ}.
a) Sa se determine elementele multimii H.

b) Fie x,y € H astfel incat x + y = 0. S se arate ci x = y = 0.

c) Sa se arate cd G este un grup abelian In raport cu operatia de inmultire a matricilor.

Solutie:

2.8) H ={0,1,2,2]} ..o 1p

b) Din tabla adunirii elementelor H, rezulta ci daci x,y € H astfel incat x + y = 0 atunci x =
Y2 (TR 2p

C) Se verificarelatia A+ B € G PENtIU OFCE A, B € G .ooovvveveeeieiiiiiicieeeeiee e 1p

Asociativitatea este proprietatea generala a inmultirii din M, (Z), iar elementul neutru este I, =

1 0) .
I ;

Dacd a = (Z _ab) € G conditia a # 0 sau b # 0 este echivalenti cu detA # 0, conform
PUNCEUTUT @NTEITOT. ..ttt b bbb 1p
... _f(a —b -1_(C —d
Inversa matricii a = (b a ) EGeste A = <d c )
cuc=(detA) ™ .a,d=(detA)™ - (=D) . oo 1p
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Problema 3

12x+11
(x+1)-(2x+3)-(3x+1)-(6x+5)+2026

Sé se calculeze [ dx , x € (0,+0)

Solutie:
(x+1)(6x+5)=6x2+11x+551 2x+3)Bx+1) =6x?+11x +3 e cceveeeee. 1
Notim 6x2 + 11x +4 =t = (12X + 11)dX = At ovvenei e 2p
e e 4 1 _ 1 _ 1 t
Integrala initiald devine | (t+1)~(t—1)+2026dt = ft2+2025 dt = s arctg - FCoi 2p
T 12x+11 1 6x2+11x+4
Finalizare f(X+1)‘(2x+3)‘(3x+1)‘(6x+5)+2026 dx =—arctg=—————+Cuiinen 2p
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Problema4  a)Fie a,b > 0. Calculati f_llﬁ dx.
2x 2x
b) Fie a, b > 0. Determinati [ “———"2 dx.
Y= a*+b*
G.M. NR. 4/2024
. . _ 1 1-a*p*
Solutie: a) Fie] = f—l—ax+bx
Utilizand schimbarea de variabila t = —x obtinem J = f_ll% dx....ooooi Ip
1 a*b*-1 <7
/=[], —pr Ax =~ ReZUMA] = 0. Ip
1. a?*+b?*+2 _ (a*+b*)?+2-2a"p* _ x , 2(0-a*p%)
b) Pentrux € [-1;1], avem ———— = I =a*+b¥ +—— Ip

1 a?*+b* 42 1 1-a*b*

Fiel = f_lw dx §|] = f—l PR dx. Avem [ = f_ll(ax + bx) dx + 2]

Deoarece ] =0 = [ = f_ll(a" F BT AX e 1p

a-a~t p-p71

Dacia,b € (0,+0)\{1} =1 =

lna Iinb
Dacia=b=1=1=[ 1+ 1) dv=2¢| =4 Ip
-1
Dacia#1,b=1=>1="2—+2.
lna
g b-b~1
Dacia=1,b#1=>1= e o/t Ip

inb



