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Problema 1

: L : a2 +2025 :
., unsir de numere reale definit prin a, = J2025 sia,,, = ~>026 VneN".

Fie (a,)
a) Aratati ca 1<a, <2025, V ne N.
b) Arstati ca sirul (a,) , este monoton.

c) Calculati lima, si limn(a, —1).

n—o0 n—oo
Solutie:

a) Demonstram prin inductie matematica propozitia P(n) :1<a <2025, VNeN .., 2p

2
. a +a . . .
b) Notam a=2025 si avem ca a =+va, @a,,=— T iar relatia de la punctul a) devine
a+

1<a, <a, VneN.

-a = ) [ 1p

a‘n+l n a +1

Rezultd cd a,,, —a, <0, adica sirul (a, )n>l este descrescator, deci MONOtON ........ccvvvververeriennnas 1p

c) Din punctele a) si b) avem ca sirul (a,) , este convergent, deci existd lima, =Le[La]. ... 1p

n—co

Trecand la limita in relatia de recurenta, obtinem L =1. ...t 1p

Pentru limn(a, —1), aplicam Stolz-Cesaro, adica

jimn(a, ~1) = fim—"— fim—" 10 iy GramD@ Dy G mD@ )
n—o n n—oo 1 n—co 1 _ 1 n—co a_n _an+1 n—oo B (an —1)(an — a)
a, -1 an-*—l_:l' a, -1 a+l
=lim (2 ~1)(a+1) 0 ettt ettt ettt en et s e 1p

n—oo _an _|_ a
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Problema 2

a) Fie Ac M, (R), neN, n>2 astfel incat A?~A+1, =0, . Calculati det( A +1 ).

b) Se dau matricele A, B e M, (C) care verifica relatiile A+B =1, si A*=A°’. Ardtati cd matricea

I, +A-B este inversabila.

Solutie:

8) A=A+l =0, A =A-1, A=A - A AP = o 1p
1 T e N 1p
Atunci A% +1, =0, deci det( A +1 ) =0 w.ooooorsieorsceesoesces s 1p

b) Din relatia A+B=1,, prin inmultire la dreapta cu A obtinem ci A*+B-A=A, adici

B A= A A% e e ettt ettt 1p
iar prin inmultire la stinga cu A obtinem ci A-B=A—A?, adici A-B=B-A=A-A"............. 1p
Atunci A?-B=A? - A’ =0, rezultd ci (A-B) = A2 B2 =0, w.oooovorrrcriernessssesennsssnissenn 1p

1p
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Problema 3

Se da functia f:(—l,l)—)IR,f(x):l 7

a) Aratati cd [f ofo...0 f}(tgx)—tg(Z X),(‘v’)neN :

denori f

R L
b) Calculati !(II)T(]FH[f ofo...0 fj(tgx).

k=1 dekori f

1 T «
Calculati Iim=>» In|1+| fofo...of |(tgx)|,unde Xe| ———,— |, ne N .
C) alcu a’l XHOXkZ:; ( J( g ) E( 2n+1 2n+lj
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dekori f
Solutie:
U . e e n 2tgx
a) Se demonstreaza prin inductie matematica, tindnd cont de tg2Xx = gix 2p
—tg°x
. [ tg(24%) o
by im—=T]1| fofo...of |(tgx)=lim TJT12¢ = o, 1
e H[TJ(Q ) “{H Tl i
n(n+1)
=L 2N N S22 ettt ettt ettt en e 1p
N o In(1+tg(2x)) tg(2“x
c) IimEZIn 1+ fofoof |(tox)|=)] ( k( )) g(k )-2k: .................... 2p
x>0 X 4 T era— k=1 tg(2 x) 2°X
:ZZ" 2 ettt ettt 1p
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Problema 4
1 0 O
Fie matricea A= 1—11 1 0|eM,(R). Determinati cel mai mic numir natural n>1 cu
11
8 23

proprietatea ca A" are toate elementele numere intregi.
G.M. 2024, Traian Preda, Bucuresti

Solutie:
0 0 O 0 0 0
Fie B:l—ll 0 O|.Rezultica B*=| 0 0 0|siB’=0;. e, 2p
11 =00
8 23 253
. cq. < AN n(n_l) 2
Conform binomului lui Newton avem ca A" =, +NB+————=B". ... 1p
0 O
; n
Rezultaca A" = — L 0 | s 1p
11
n(n-1
n, o) oy
2-253 23
A"e/\/ls(Z)zﬂeZleZ siﬂ+n(n_1)e 1
11253 T ) ettt ettt ettt et et et e st ettt ea et eserees p
ceea ce revine la 11|n, 23|n, respectiv 8|n, adica 2024|N. ...c..ccoovvriecieriiriniieececnae, 1p

Cum n=2024 verifica, acesta este MiniMUl CAULAL. .........cccueeviirieriiriiiiiee e 1p



